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Abstract – In the nonlinear data analysis, the kernel method is actively done now. Here, the kernel

method is described in detail, and Support Vector Machine as the application of this method is

shown. 　　
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1 はじめに

現在，非線形データへの適用としてカーネル法が
注目されている [1]．ここではこのカーネル法の原
理や手法について述べ，その適用例としてサポート
ベクターマシン（SVM：support vector machine）
を挙げてみる．

2 カーネル法

本節で，カーネル法（kernel method）について
詳しく述べる．

カーネル法とは，入力ベクトル x を特徴空間
（feature space）と呼ばれる高次元の空間の中に
Φ(x)として非線形写像し，識別を行う手法であ
る．特徴空間での内積の演算は，Mercerカーネル
と呼ばれる正定値カーネルを用いる．ここで，次
に述べるMercerカーネルの性質から，写像Φの形
を陽に知ることなく高次元での計算が可能になる．

定理 1 (Mercer) [2]
入力空間をX とし，(X , µ)を測度有限な測度空間
とする．L∞(X )を X 上で定義される有界な可測
関数全体の集合とし，L2(X )を X 上で定義され
る 2乗可積分な可測関数全体の集合とする．κ ∈
L∞(X 2)を対称なカーネル関数とし，以下の線形
変換 Tκ : L2(X ) → L2(X )が正定値作用素である
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とする．

(Tκf)(·) =
∫
X κ(·, x)f(x)dµ(x) (1)

このとき，ψi∈L2(X )を Tκの固有値 λi 6=0に対応
する正規化固有関数とすると，

1. (λ1, λ2, · · ·, )∈l1

2. ψ∈L∞(X )かつ sup
i
‖ψi‖L∞ < ∞

3. κ(x, y) =
∑

i∈N
λiψi(x)ψi(y)がほとんどすべ

ての (x, y)について絶対一様収束する．

が成り立つ．ここで liは絶対和が有界な数列全体
の集合である．

上の定理は次の形で記述されることもある．

定理 2 (Mercer) [3]
X はRm の有界閉集合で，関数 κ : X 2→Rは連
続かつ対称（ κ(x, y) = κ(y,x) ）とする．この
とき，関数 κが一様収束する級数：

κ(x, y) =
∑

i∈N
λiψi(x)ψi(y),　λi > 0 (2)

によって展開可能となる必要十分条件は

∫
X 2κ(x, y)f(x)f(y)dxdy≥0, ∀f∈L2(X )(3)

である．
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この定理の正定値カーネルの条件 (3)は

n∑
i,j=1

κ(xi, xj)cicj≥0,　 ∀ci, cj∈R (4)

と表すことができる．すなわち，カーネルグラ
ム行列 (kernel Gram matrix){κ(xi, xj), i, j =
1, · · ·, n} と呼ばれる対称行列の各成分が非負定
値（半正定値）という条件である．

定理 3 (Moore) [4]
κが集合X 上の正定値カーネルならば，X 上の関
数空間Hκが一意に存在して，次の３つを満たす．

1. κ(·,x)∈Hκ　　 (∀x∈X )

2. f =
n∑

i=1
ciκ(·, xi)はHκで稠密．

3. f(x) = 〈f, κ(·,x)〉　 (∀f∈Hκ,x∈X )
但し、内積 〈·, ·〉はHκでの内積とする．

上記の定理は大変重要で、ここに出てきた
κ(·,x)に対して次の定義を用意しておく．

定義 1 (RKHSと再生核) [5]
集合 X 上の関数ヒルベルト空間Hにおいて

1. 任意のx∈X に対してκ(·,x)∈Hとなる．

2. Hでの内積を 〈·, ·〉Hで表す．
任意の f∈H, x∈X に対して

〈f(·), κ(·, x)〉H = f(x) (5)

を満たす X×X 関数 κ(·, x)が存在する．

このとき，関数ヒルベルト空間 Hを再生核ヒル
ベルト空間（RKHS：reproducing kernel Hilbert
space）といい，関数κ(·, x)を再生核（reproducing
kernel）という．

命題 1 [6]
任意の正定値カーネル κに対して，κが再生核と
なるような再生核ヒルベルト空間Hが存在する．

命題 2 [5]
再生核 Φ(x) = κ(·, x)は，φx = κ(·, x)とおくこ
とにより，正定値カーネル φx(y) = κ(y,x)を定
める．

従って，入力空間 Rm から特徴空間 F への写
像 Φを

Φ : Rm→F 　　x 7→κ(·,x)

によって定義すれば，

〈Φ(x), Φ(y)〉 = 〈κ(·, x), κ(·, y)〉
= κ(x,y)

となり [5]，特徴空間 F への写像後の内積が入力
空間Rmでの関数として計算が可能になる．つま
り，非線形写像によって変換された特徴空間F の
Φ(x)やΦ(y)を陽に計算する代わりに，κ(x, y)か
ら最適な非線形写像を構成できることになる．こ
のとき，カーネル関数として入力対象の類似性を
うまく表現するものを選んでおけば，特徴空間へ
の写像にユーザーが指定した類似度が反映される
ことになる．
このように高次元に写像しておきながら，実際

には写像された空間での計算を避けて，カーネル
の計算のみで最適な識別関数を構成するテクニッ
クのことを「カーネルトリック」と呼ぶ．カーネ
ルトリックは，線形モデルで表される手法を，非
線形に拡張する枠組みを示している．
入力空間が連続値の場合（X = Rm），正定値

カーネルの例としては，
identical kernel：

κ(x,y) = 〈x,y〉

polynomial kernel：

κ(x,y) = (〈x, y〉+ 1)d

gaussian kernel：

κ(x, y) = exp
(
−‖x− y‖2

2σ2

)

sigmoid kernel：

κ(x, y) = tanh(a〈x, y〉 − b)

などがある．
また，入力空間が離散値の場合にも convolution

kernel [7] [8]，Fisher kernel [9]，TOP kernel [10]，
graph kernel [11] [12]などが提案されている．
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3 サポートベクターマシン

サポートベクターマシンは，ニューロンのモデル
として最も単純な線形しきい素子を用いて，２ク
ラスのパターン識別器を構成する手法である．訓
練サンプル集合から，「マージン最大化」という基準
で線形しきい素子のパラメータを学習する．線形し
きい素子は，入力データ (X1, Y 1), . . . , (Xn,Y n)
に対し (Xi ∈ Rm, Y i ∈ {−1, 1})，線形識別関数

fw(x) = a>x + b, w> = (a>, b)

により，{
fw(x) ≥ 0 ⇒ y = 1（クラス 1）
fw(x) < 0 ⇒ y = −1 (クラス−1）

と判定し，未知の xに対しても正しく答えられる
ように fw(x)が構成される．ここで，ベクトル a

はニューロンモデルのシナプス荷重に対応するパ
ラメータであり，記号>は転置を意味する．

3.1 マージン最大化

学習データは線形識別が可能であると仮定する．
一般には学習データを分類する線形識別関数は無
数にあるが，ここでは次の方針で線形識別関数を
構成する．すなわち，もっとも近い訓練サンプル
との余裕をマージンと呼ばれる量（ベクトル aの
方向で測った学習データのクラス間の距離）で測
り，このマージンが最大となるような識別面（超
平面）を求める．このとき超平面の周辺にある少
数のサンプルは，あたかも超平面をサポートして
いるかのように見えるため「サポートベクター」
と呼ばれている．
マージンの計算については，(a>, b)を定数倍し
ても識別面は不変なので [13]，制約

{
min(a>Xi + b) = 1 Y i = 1のとき
max(a>Xi + b) = −1 Y i = −1のとき

の下でマージン 2
‖a‖の最大化を図ればよい．従っ

て，次のように定式化される．すなわち，

制約条件 Y i(a>Xi + b) ≥ 1 (∀i) (6)

の下で，

min
a,b

‖a‖2 (7)

とするパラーメタw> = (a>, b)を求めること．こ
れは，いわゆる「２次最適化問題」として扱うこ
とができる [14]．

3.2 ソフトマージン

さて，ここまでは，学習データは線形識別が可
能であると仮定していた．データXiの次元mが
訓練サンプル数よりも大きければこのような仮定
は成り立つ．しかし，一般にはそうでない場合も
考えられる．そこで，多少の識別誤りは許すよう
に制約条件を少し緩めることにする．これは「ソ
フトマージン」と呼ばれている．
ソフトマージン法では，いくつかのサンプルが

識別面を越えて反対側に入ってしまうことを許す．
このときの距離をパラメータ ξi (≥ 0)を用いて

ξi

‖a‖ とおけば，その和

n∑

i=1

ξi

‖a‖

はなるべく小さい方が望ましい（ξiをスラック変
数と呼ぶ）．このソフトな条件により，(6),(7)は
次のように改められる．

制約条件 Y i(a>Xi+b) ≥ 1−ξi, (ξi ≥ 0)(8)

min
a,b

[ n∑

i=1

(
1− Y i(a>Xi + b)

)
+

+
λ

2
‖a‖2

]
(9)

但し，(z)+ = max(z, 0)とし，λは正則化パラ
メータとする．ここで，下線部分が内積（線形の
関数）で表示されていることに注意しておく．

3.3 カーネルによる非線形化

今，入力データXiを非線形写像によって変換
する．このとき，正定値カーネルκを用意し，この
カーネルにより定まる再生核ヒルベルト空間をH

とする．先ほどの最適化問題は下記のようになる．

min
f∈H,b

[ n∑

i=1

(
1−Y i(f(Xi)+b

)
+

+
λ

2
‖f‖2

H

]
(10)

ちょうど，下線部分がこの非線形化により
RKHSの元が対応している．このとき，この最適
化問題の解は

f(x) =
n∑

i=1

αiκ(x, Xi) (11)

の形で与えられる（Representer theorem） [15]．
従って，先ほどの最適化問題をカーネル κを用い
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た表現にすると，

min
α,b

[ n∑

i=1

(
1− Y i

n∑

j=1

αjκ(Xi,Xj) + b
)

+

+
λ

2

n∑

i,j=1

αiαjκ(Xi, Xj)
]
(12)

となり，この２次最適化問題に帰着する．

4 その他の例

カーネル法を適用した例としては，カーネル
主成分分析 (KPCA) [16]，カーネル判別分析
(KDA) [17]，カーネル正準相関分析 (KCCA)，
カーネル独立成分分析 (KICA) [18]などがある．
基本的には，線形データ解析アルゴリズムを特徴
空間で行うことによって，非線形アルゴリズムが
得られることが根底にある．つまり，「内積」を使っ
て表される線形手法（射影 [19]，相関，分散共分散
など）なら非線形に拡張が可能ということである．
主成分分析 (PCA)では分散が最大になる方向

（部分空間）にデータを射影するのが基本的であ
る．カーネル法を適用した場合，カーネルを設定
した中で特徴ベクトルの分散の計算を必要とする
が，この計算を陽に行わずにカーネルで代用する．
正準相関分析 (CCA)では２種類の多次元デー
タの相関を探るのが基本的である．カーネル法を
適用した場合，同様に特徴空間での相関を最大に
する射影方向を求めることになるが，ここの計算
でもカーネルを用いる．
非線形アルゴリズムの特徴としては，まず，線
形ではとらえられない性質が調べられることが挙
げられるが，同時にこの非線形性はカーネルの選
び方に強く影響を受けることが知られている．

5 今後の課題

今回，この論文は平成１７年度の内地研究員制
度を利用した研究の報告を兼ねている．カーネル
法の適用については，データの個数と変量の個数
がほぼ等しいことになるので，当然の結果として
overfittingの問題が生じる．これを回避するため
に正則化条件を付与することが考えられているが，
正則化項によらずに変数選択をする方法を２００
７年９月の「第９回日本中国統計学シンポジウム」
で発表する予定である．
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A 計算例：多項式カーネル

R2上の正定値カーネル

κ(x, y) = (〈x, y〉)2 = (x1y1 + x2y2)2

が定める再生核ヒルベルト空間 Hκ と写像 Φ :
R2→Hκを求めたい [1]．
今，HをR2上の２次関数全体とする．

f(z) = α11z
2
1 + α12(

√
2z1z2) + α22z

2
2

とおくとき，z2
1，
√

2z1z2，z2
2 を正規直交基底とし

て，内積を以下で定義する．すなわち，

f(z) = α11z
2
1 + α12(

√
2z1z2) + α22z

2
2

g(z) = β11z
2
1 + β12(

√
2z1z2) + β22z

2
2

このときの内積は以下の通り．

〈f, g〉H = α11β11 + α12β12 + α22β22.

HはR3と同型になることに注意しておく．

まず，H ∼= Hκであることを示す：

1. κ(·, x)∈Hであること．

κ(z, x) = x2
1 ·z2

1+
√

2x1x2 ·
√

2z1z2+ x2
2 ·z2

2

上の式で，枠付き部分を係数とみなせば良い．

2. 〈f(·), κ(·, x)〉H = f(x)であること．

任意のHの元

f(z) = α11z
2
1 + α12(

√
2z1z2) + α22z

2
2

に対し，

〈f(·), κ(·,x)〉H
= α11x

2
1 + α12(

√
2x1x2) + α22x

2
2

= f(x)

カーネルトリックの実現を確認する：

Φ(x) = κ(·,x) ↔ (x2
1,
√

2x1x2, x
2
2)
>

上記は z2
1，
√

2z1z2，z2
2を基底とした表現であり，特

徴空間での内積は次のようになる．

〈Φ(x), Φ(y)〉H = κ(x,y) = (x1y1 + x2y2)2

このカーネルトリックにより，左辺の３次元での
内積が右辺では２次元の計算で済んでいることが
分かる．従って，多項式の次数が高ければ圧倒的
に κ(x,y)の計算が有利なのは明らかである．
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