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1 導入

本論文では次の確率外力を持つ単独保存
則方程式 (以下, 確率保存則方程式)を考察
する:

du+ div(A(u))dt = g(x, u)dβ(t)

u(x, 0) = u0(x).
(1.1)

ここで, u(x, t)は時空変数 (x, t)に関する未
知関数である. 時間変数については有限時
間区間上で,空間変数については周期領域上
で方程式 (1.1)について考察する. すなわち,

T > 0に対して t ∈ [0, T ), Td = [0, 1]dを d-

次元トーラスとして, x ∈ Tdとする. βは一
次元ブラウン運動とする.

g = 0のとき, 方程式 (1.1)は (決定論的)

保存則方程式となる. 保存則方程式は交通
や氷河の流れなどの記述に応用され,長期に
わたり研究され続けている重要な問題であ
る. 確率外力項を持つ保存則方程式を考え
ることは物理学や工学において応用上自然
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な要請あり,現在最も盛んに研究されている
テーマの一つである.

保存則方程式の解は, 一般に, 大域的な古
典解の存在が得られない. そればかりでな
く, 弱解 (超関数解)の一意性も破綻してし
まうことが知られている. 複数存在する弱解
の中から物理的に意味を持つ解を一つだけ
抽出するために,エントロピー解なる概念が
導入され,さらに細かく解の性質を解明する
ためにキネティック解の概念が導入された.

本論文においても先行研究にしたがって,キ
ネティック解の概念を用いる.

方程式 (1.1)のキネティック解の一意存在
性, 軌道の連続性は Debussche, Vovelle [1]

により与えられた. 特に, 解の存在性につい
ては粘性項消滅法により与えられた. これ
は確率保存則方程式の解が満たすReduction

theorem ([1, Theorem 11]参照)なる性質を
上手く利用した方法であり,確率保存則方程
式を含む一般化された方程式には適用でき
ないものである. 一方, 本研究では解の存在
性の証明のために, 時間分割法を適用する.

この方法にでは放物-双曲型確率偏微分方程
式などの確率保存則方程式を含む方程式に
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対しても適用できることが分かっている ([2]

参照). 本論文では簡単のため, 確率保存則
方程式に対して時間分割法を紹介する.

本論文における仮定を述べる.

(H1) フラックス関数A : R → Rdは C2-級
関数であり,その導関数a = (a1, . . . , ad)

は高々多項式的増大関数とする. すな
わち, ある定数C ≥ 0と p ≥ 1で

|a(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|p)

なるものが存在するとする.

(H2) 関数 g : Td × R → Rは次の連続性と
増大条件を持つものとする: ある定数
C ≥ 0で, 全ての x, y ∈ Td, ξ, ζ ∈ R
に対して,

|g(x, ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)
|g(x, ξ)− g(y, ζ)|2

≤ C(|x− y|2 + |ξ − ζ|r(|ξ − ζ|)).

ここで, rは非減少連続関数で r(0) = r

なるものとする.

(H1)の仮定は解をLp空間の枠組み捕らえる
ための仮定であり, (H2)は Itô確率積分∫ T

0

g(x, u(x, t)) dβ(t),

u ∈ L2(Td × [0, T ))

が定義されるための仮定であることに注意
しておく.

2 解の定義
定義 2.1 (キネティック測度). Ωから Td ×
[0, T )×R上の非負有界測度の集合M+

b (Td×
[0, T )×R)への写像mがキネティック測度で
あるとは次の (i)-(iii)を満たすときをいう.

(i) mは次の意味で可測である: 各 φ ∈
Cb(Td×[0, T ]×R)に対して,写像m(φ) :

Ω → Rは可測,

(ii) mは次の意味で ξ について減衰する:

BR = {ξ ∈ R; |ξ| < R}とするとき,

lim
R→∞

Em(Td × [0, T )×Bc
R) = 0,

(iii) 任意のφ ∈ Cc(Td×R)に対して, 確率
過程

(ω, t) 7→
∫
Td×[0,t]×R

ψ(x, ξ) dm(x, s, ξ)

は可予測.

今, 解の定義を与えるために, 関数 f± :

R2 → {0, 1}を次で定義する:

f+(u, ξ) =

{
1 (ξ < u)

0 (ξ ≥ u),

f−(u, ξ) =

{
−1 (ξ > u)

0 (ξ ≤ u).

定義 2.2 (キネティック解). 全てのp ∈ [1,∞)

に対して,

u ∈ Lp(Ω× (0, T ),P , dP ⊗ dt;Lp(Td))

∩ Lp(Ω;L∞(0, T ;Lp(Td)))

とする. このとき, uが初期条件u0に対する
方程式 (1.1)のキネティック解であるとは,あ
るキネティック測度mでuが次のキネティッ
ク公式を満たすものが存在するときをいう:

全ての φ ∈ C∞
c (Td × [0, T ) × R)に対して,
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P -a.s.,∫ T

0

∫
Td

∫
R
f±(u, ξ)(∂t + a(ξ) · ∇)φ dξdxdt∫

Td

∫
R
f±(u0(x), ξ)φ(x, 0, ξ) dξdx

= −
∫ T

0

∫
Td

g(x, u)φ(x, t, u) dxdβ(t)

− 1

2

∫ T

0

∫
Td

g2(x, u)∂ξφ(x, t, u) dxdt

+

∫
Td×[0,T ]×R

∂ξφ(x, t, ξ) dm(x, t, ξ).

(2.1)

3 時間分割法
この節では, 近似解の構成方法について
説明する. 次の二つの方程式を考える: 0 ≤
s < t ≤ T に対して,{

dv = g(x, v)dβ(t)

v(·, s) = vs(·),
(3.1)

{
∂tw + div(A(w)) = 0

w(·, s) = ws(·).
(3.2)

R(t, s)とS(t− s)をそれぞれ方程式 (3.1)と
(3.2)の解作用素とする. すなわち,

v(t, s) = R(t, s)vs, w(t, s) = S(t− s)ws

と書ける. ここで, 方程式 (3.1)の解 vにつ
いて次が成り立つ. 任意の t ∈ [s, T ), φ ∈
C∞

c (Td × R)に対して,

−
∫
Td

∫
R
f±(v(t), ξ)φ(x, ξ) dξdx

+

∫
Td

∫
R
f±(vs, ξ)φ(x, ξ) dξdx

= −
∫ t

s

∫
Td

g(x, v)φ(x, v) dxdβ(r)

− 1

2

∫ t

s

∫
Td

g2(x, v)∂ξφ(x, v) dxdr.

(3.3)

また, ある定数C = C(p, vs, T )で,

E sup
t∈[s,T )

∥v∥p
Lp(Td)

≤ C (3.4)

なるものが存在する. 一方, 方程式 (3.2)の
キネティック解wについて次が成り立つ. 任
意の t ∈ [s, T ), φ ∈ C∞

c (Td × R)に対して,

−
∫
Td

∫
R
f±(w(t), ξ)φ(x, ξ) dξdx

+

∫
Td

∫
R
f±(ws, ξ)φ(x, ξ) dξdx

+

∫ t

s

∫
Td

∫
R
f±(w, ξ)a(ξ) · ∇φ dξdxdr

=

∫
Td×[s,T )×R

∂ξφ dm,

(3.5)

ここで, mはwに関するキネティック測度で
ある. また, 全ての t ∈ [s, T ), p ∈ [1,∞]に
対して,

∥w(t)∥Lp(Td) ≤ ∥ws∥Lp(Td) (3.6)

が成り立つ. さらに, 初期条件 ws,1, ws,2に
対する方程式 (3.2)のキネティック解を w1,

w2とするとき, 全ての t ∈ [s, T )に対して,

∥w1(t)− w2(t)∥L1(Td)

≤ ∥ws,1 − ws,2∥L1(Td),
(3.7)

が成り立つ.

本研究において,近似解は時間分割法によ
り構成される. 時間分割法とは与えられた
時間の分割点により誘導される時間区間上
で,対象の方程式を二つに分けた方程式を交
互に解き,それらを組み合わせることで近似
解を構成する方法である. 時間区間の長さ
を小さくしたときに,近似解は対象の方程式
の解に収束することが期待される.

今, 時間分割点の列を次のように構成す
る: ε > 0, tε0 = 0, ũε0 = u0 とする. 各
n ∈ N∪{0}に対して, tεn < T であるならば,

tεn+1 = inf{t > tεn;
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E∥S(t− tεn)ũ
ε
n − ũε∥ > ε}

∧ (tεn + ε) ∧ T,
uεn = S(tεn+1 − tεn)ũ

ε
n,

ũεn+1 = R(tεn+1, t
ε
n)u

ε
n,

tεn = T であるならば tεn+1 = T と定義する.

ここで, a∧ b = min{a, b}とする. このとき,

近似解を次のように定義する: t ∈ [tεn, t
ε
n+1)

に対して,

uε(t) := R(t, tεn)u
ε
n,

ũε(t) := S(t− tεn)ũ
ε
n.

T ε = supn≥1 t
ε
nとする. uε, ũεは明らかに,

[0, T ε)上で定義された関数である. uε, ũεが
[tεn, t

ε
n+1)上でそれぞれ満たす (3.3), (3.5)を

上手く組み合わせることにより, 次を得る;

全ての t ∈ [0, T ε), φ ∈ C∞
c (Td × R)に対

して,

−
∫
Td

∫
R
f±(uε(t), ξ)φ(x, ξ) dξdx

−
∫
Td

∫
R
f±(ũε(t), ξ)φ(x, ξ) dξdx

+

∫
Td

∫
R
f±(uε(tε), ξ)φ(x, ξ) dξdx

+

∫
Td

∫
R
f±(u0, ξ)φ(x, ξ) dξdx

+

∫ t

0

∫
Td

∫
R
f±(ũε(s), ξ)a(ξ) · ∇φ dξdxds

= −
∫ t

0

∫
Td

g(x, uε)φ(x, uε) dxdβ(s)

− 1

2

∫ t

0

∫
Td

g2(x, uε)∂ξφ(x, u
ε) dxds

+

∫
Td×[0,t)×R

∂ξφ dmε

(3.8)

が成り立つ. ここで, tε = tεk (t ∈ [tεk, t
ε
k+1)),

mεは ũεに関するキネティック測度とする.

本論文では証明は割愛するが,上で構成した
近似解uε, ũεについて,次の結果が成り立つ.

命題 3.1. 各 ε > 0について, ある自然数
N = N(ε)で, tεN = T なるものが存在する.

定理 3.2. uε, ũεはL1(Td×[0, T )×R)でコー
シー列であり, 共に同じ関数に収束する.

命題 3.1の結果より, 近似解 uε, ũεは任意
終点時刻 T > 0まで可解である. 定理 3.2

より, (3.8)において ε ↓ 0なる極限を考えれ
ば, (2.1)を得る. これより, uεの極限関数 u

は方程式 (1.1)のキネティック解であること
が分かる.
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